
 

2023 考研数学二真题及解析 

           老王（王博） 

一、选择题：1~10 小题，每小题 5 分，共 50 分.在每小题给出的四个选项中，只有一个选项是

最符合题目要求的，请将所选项前的字母填在答题纸指定位置上. 

1．曲线
1ln e

1
y x

x
 = + − 

的斜渐近线方程为（    ）. 

（A） ey x= +  （B）
1
e

y x= +  （C） y x=    （D）
1
e

y x= −  

【答案】（B） 

【解析】方法 1. 
1ln e 1

1
lim lim
x x

yk
xx→∞ →∞

 = + = 
 

=
−

 

( ) ( )
1 1lim lim ln e 1 lim ln e ln 1 1

1 e 1x x x
b y x x x

x x→∞ →∞ →∞

    = − = + − = + + −      − −      
 

( )
1 1lim

e 1 ex
x

x→∞
= =

−
 

故曲线的斜渐近线方程为
1
e

y x= + ．故选（B） 

方法 2. 
( ) ( )

1 1ln e 1 1 ln 1
e 1 e 1

y x x
x x

    
= + = + +       − −     

 

( )
1 1ln 1

e 1 e
x x x

x
α

 
= + + = + +  − 

，其中 lim 0
x

α
→∞

= ，故
1
e

y x= + 为曲线的斜渐近线. 

【评注】由
( )

1 1lim ln 1
e 1 ex

x
x→∞

 
+ =  − 

，知
( )

1 1ln 1
e 1 e

x
x

α
 
+ = +  − 

 

【评注】1.由
( )

1 1lim ln 1
e 1 ex

x
x→∞

 
+ =  − 

，知
( )

1 1ln 1
e 1 e

x
x

α
 
+ = +  − 

 

      2.本题属于常规题：《基础班》《强化班》的例子不再对应列举，《答题模版班》思维定势

19【例 13】 

2.函数

( )
2

1 ,    0,
( ) 1

1 cos , 0.

x
f x x

x x x

 ≤= +
 + >

的一个原函数是(     ) 
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(A) 
2ln( 1 ),    0,( )

( 1)cos sin , 0.
x x xF x

x x x x

 + − ≤= 
+ − >

  (B)
2ln( 1 ) 1,   0,( )

( 1)cos sin , 0.
x x xF x

x x x x

 + − + ≤= 
+ − >

 

 (C) 
2ln( 1 ),    0,( )

( 1)sin cos , 0.
x x xF x

x x x x

 + − ≤= 
+ + >

   (D)
2ln( 1 ) 1,  0,( )

( 1)sin cos , 0.
x x xF x

x x x x

 + − + ≤= 
+ + >

    

【答案】 (D) . 

【分析】本题主要考查原函数的概念,分段函数不定积分的求法以及函数可导与连续的关系. 

【详解】由于当 0x < 时， ( )2
12

1( ) d ln 1
1

F x x x x C
x

= = + + +
+

∫  

当 0x > 时， ( ) ( ) 2( ) 1 cos d 1 sin cosF x x x x x x x C= + = + + +∫  

由于 ( )F x 在 0x = 处可导性，故 ( )F x 在 0x = 处必连续 

因此，有
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

F x F x
− +→ →

= ，即 1 21C C= + . 

取 2 0C = 得
2ln( 1 ) 1,  0,( )

( 1)sin cos , 0.
x x xF x

x x x x

 + − + ≤= 
+ + >

应选(D) . 

【评注】此题考查分段函数的不定积分，属于常规题，与 2016 年真题的完全类似，在《真题

精讲班》系统讲解过. 原题为 

已知函数
2( 1), 1,

( )
ln , 1.

x x
f x

x x
− <

=  ≥
则 ( )f x 的一个原函数是(     ) 

(A) 
2( 1) , 1,

( )
(ln 1), 1.
x x

F x
x x x

 − <
= 

− ≥
   (B) 

2( 1) , 1,
( )

(ln 1) 1, 1.
x x

F x
x x x

 − <
= 

+ − ≥
 

 (C) 
2( 1) , 1,

( )
(ln 1) 1, 1.
x x

F x
x x x

 − <
= 

+ + ≥
   (D) 

2( 1) , 1,
( )

(ln 1) 1, 1.
x x

F x
x x x

 − <
= 

− + ≥
 

3.设数列{ } { },n nx y 满足 2
1 1 1 1

1 , sin ,
2 n n n nx y x x y y+ += = = = ( )1,2,n =  ，则当n →∞时（   ） 

（A） nx 是 ny 的高阶无穷小（B） ny 是 nx 的高阶无穷小 

（C） nx 是 ny 的等阶无穷小 （D） nx 是 ny 的同阶但不等价无穷小 

【答案】（B） 

【解析】由 2
1 1

1 , ,
2 n ny y y+= = 知

2

1
1
2

n

ny +
 =  
 

，则有 1
1
2n ny y+ <  

利用 1
2sinn n nx x x
π+ = > ，则

1

1 1
2

n
n

x x
π

+

<  
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故
2

1 1 1

1 1 1

1
2
2 4 4 4 4

n nn
n n n

n n n
n

yy y y y
x x x xx

π π π π

π

+ −

+ −

     ≤ = ≤ ≤ ≤ =     
     



 

于是 1

1

10 lim lim 0
4

n
n

n n
n

y
x

+

→∞ →∞
+

 ≤ ≤ = 
 

，由夹逼准则 lim 0n

n
n

y
x→∞

= ，选（B） 

【评注】本题属于今年难度较大的题，涉及到两个递推数列确定的无穷小的比较，涉及到不等

式的放缩，有一定的综合性. 

4．若微分方程 0y ay by′′ ′+ + = 的解在 ( , )−∞ +∞ 上有界，则（    ） 

（A） 0 0a b< >，  （B） 0 0a b> >，  

（C） 0 0a b= >，  （D） 0 0a b= <，  

【答案】（C） 

【解析】特征方程为 2 0r ar b+ + = ，解得

2

1,2
4

2
a a br − ± −

= ．记 2 4a b∆ = −  

当 0∆ > 时，方程的通解为 1 2
1 2( ) e er x r xy x c c⋅ ⋅= + ，当 1 2,c c 不全为零时 ( )y x 在 ( , )−∞ +∞ 上无界. 

当 1 2,c c 不全为零时 ( )y x 在 ( , )−∞ +∞ 上无界. 

当 0∆ = 时， 1 2 0
2
ar r −

= <= ，方程的通解为 1 1
1 2( ) e er x r xy x c c x= + ，当 1 2,c c 不全为零时 ( )y x 在 ( , )−∞ +∞

上无界. 

当 0∆ < 时，

2

1,2
4
2 2

a b a i ar iβ− ± −
= = − ± ,方程的通解为 ( )2

1 2( ) e cos sin
a x

y x c x c xβ β
−

= + ． 

只有当 0a = ，且 2 4 0a b∆ = − < ，即 0b > 时， lim ( ) lim ( ) 0
x x

y x y x
→+∞ →−∞

= = ，此时方程的解在 ( , )−∞ +∞ 上有

界. 故选（C） 

【评注】此题关于 x →+∞方向的讨论，在《基础班》习题课上讲解过，见《基础班》习题课第八讲《常微

分方程》第 15 题. 

5.设 ( )y f x= 由
2 ,

sin ,
x t t
y t t

 = +
 =

确定，则（  ） 

（A） ( )f x 连续， (0)f ′ 不存在        （B） (0)f ′ 存在， ( )f x′ 在 0x = 不连续 

（C） ( )f x′ 连续， (0)f ′′ 不存在      （D） (0)f ′′ 存在， ( )f x′′ 在 0x = 不连续 

【答案】（C） 

【解析】 0t ≥ 时
3 ,
sin ,

x t
y t t

=
 =

，即有 sin
3 3
x xy = . 0t < 时

,
sin ,

x t
y t t

=
 = −

，即有 siny x x= − . 
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sin , 0
3 3

sin , 0

x x x
y

x x x

 ≥= 
− <

,显然有 ( )f x 在 0x = 不连续，且 (0) 0f =  

0x > 时， sin cos
3 3

(
3

)
9

x x x xf x = +′ ； 0x < 时， sin( ) cosxf x x x′ = − − ， 

利用导数定义可得 ( )
0

sin 0
3 30 lim 0

x

x x

f
x++

→

−
′ = = ， ( )

0

sin0 lim 0
x

x xf
x+−

→

−′ = = ，即得 (0) 0f ′ =  

易验证 ( )
0 0

lim ( ) lim ( ) 0 0
x x

f x f x f
+ −→ →

′ ′ = == ，即 ( )f x′ 在 0x = 连续 

( )
0

1 sin cos 23 3 9 30 lim
9x

x x x

f
x++

→

+
′′ = = ， ( )

0

sin cos0 lim 2
x

x x xf
x+−

→

− −′′ = = − ，故 (0)f ′′ 不存在 ，选（C） 

【评注】此题考查参数方程确定的分段函数，只要在参数方程中去掉绝对值的过程，就成了我们常规的分段

函数求导的问题，无论是《基础班》第二讲例 24，《强化班》第二讲例 17. 

6.若函数 ( )
( ) 12

1 d
ln

f x
x x αα

+∞

+= ∫ 在 0α α= 处取得最小值，则 0α =（   ） 

（A）
( )
1

ln ln 2
−    （B） ( )ln ln 2− （C）

1
ln 2

− （D） ln 2   

【答案】（A） 

【解析】反常积分的判别规律知 1 1α + > ，即 0α > 时反常积分
( ) 12

1 d
ln

x
x x α

+∞

+∫ 收敛 

此时 ( )
( ) ( ) 212

1 1 1d
ln ln

f x
x x xα αα

α
+∞ +∞

+= = −∫ ( )
1 1

ln 2 αα
=  

令 ( )
( ) ( )2

1 1 1 ln ln 2
ln 2 ln 2

f α αα
αα

′ = − −
( )2

1 1 1 ln ln 2 0
ln 2 α αα

 = − + = 
 

 

得唯一驻点
( )
1

ln ln 2
α = − ，故选（A） 

【评注】此题是属于由反常积分确定的函数求最值的问题，积分本身不难，积分结果再求导，找驻点得结果.

难度不大，只要基本计算能力过关，可轻松应对.《基础班》《强化班》相应问题得组合而已. 

7.设函数 ( ) ( )2 exf x x a= + ，若 ( )f x 没有极值点，但曲线 ( )f x 有拐点，则 a 的取值范围是（  ） 

（A）[ )0,1  （B）[ )1,+∞  （C）[ )1,2  （D）[ )2,+∞  

【答案】（C） 
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【解析】 ( ) ( )2 exf x x a= + ， ( ) ( )2 2 exf x x a x′ = + + ， ( ) ( )2 4 2 exf x x a x′′ = + + +  

由 ( ) ( )21 1 exf x x a ′ = + + −  ，知 1 0a − ≥ 时， ( ) 0f x′ ≥ ，此时 ( )f x 无极值点.  

由 ( ) ( )22 2 exf x x a ′′ = + + −  ，知 2 0a − < 时， ( )f x′′ 在 2 2x a= ± − 的左右两侧变号， 

依题意有 [ )1,2a∈ ，选（C） 

【评注】本题考查了极值点、拐点的必要条件与判定，题目本身是常规的，分开对这两个考点出题，在《基

础班》和《强化班》都讲过，但这种问法有些学生可能会觉得很别扭. 

8．设 A,B分别为n 阶可逆矩阵， E 是n 阶单位矩阵， *M 为 M 的伴随矩阵，则
 
 
 

A E
O B

为（    ） 

（A）
* * *

* *

 −
 
 

A B B A
O A B

 （B）
* * *

*

 −
  
 

A B A B
O B A

  

（C）
* * *

*

 −
  
 

B A B A
O A B

 （D）

* * *

*

 −
  
 

B A A B
O A B

 

【答案】（D） 

【解析】由分块矩阵求逆与行列式的公式，结合 1∗ −=A A A  得 

1

1

11 1∗ − − −

−

− −   
= =     

     

A E A E A E E
A

A A B
B

O B O BO B O B

∗ ∗ ∗

∗

 −
=   
 

B
O A

A A B
B

，选（D） 

【评注】这钟类型的题在 02 年，09 年均考过完全类似的题，《基础班》第二讲也讲过，原题为 

【例 1】设 ,A B∗ ∗
分别为n 阶可逆矩阵 ,A B对应的伴随矩阵，

∗

∗  
=  
 

A O
C

O B
 

9.二次型 ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 4f x x x x x x x x x= + + + − − 的规范形为（   ）. 

（A）
2 2
1 2y y+  （B） 2 2

1 2y y−  （C） 2 2 2
1 2 3y y y− −  （D）

2 2 2
1 2 3y y y+ −  

【答案】（B） 

【详解】因为 1 2 3( , , )f x x x 2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32 3 3 2 2 8x x x x x x x x x= − − + + +  

方法 1.二次型的矩阵为 

2 1 1
1 3 4
1 4 3

 
 = − 
 − 

A , 

由 ( )( )
2 1 1

1 3 4 7 3 0
1 4 3

λ
λ λ λ λ λ

λ

− − −
− = − + − = + − =

− − +
E A ，得特征值为0, 7,3− ，故选（B） 
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方法 2.
( ) 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3, , 2 3 3 2 2 8f x x x x x x x x x x x x= − − + + +  

( ) ( ) ( )2 2
2 3 2 32 2 2

1 1 2 3 2 3 2 32 3 3 8
4 2

x x x x
x x x x x x x x
 + +

= + + + − − − + 
  

 

2 2 2 2 2
2 3 2 2 3 3 2 3 2 3

1
2 6 6 162

2 2
x x x x x x x x x xx + + + + + − = + −  

( )
2

22 3
1 2 3

72
2 2

x xx x x+ = + − −    

故所求规范形为
( ) 2 2

1 2 3 1 2, ,f x x x y y= − ，故选（B） 

【评注】本题考查二次型的规范形，与考查正负惯性指数是同一类题，在《基础班》《强化班》均讲过. 

《解题模板班》类似例题为 

【11】设 1 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , )T Ta a a b b bα β= = ， ,α β 线性无关，则二次型 

1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( )( )f x x x a x a x a x b x b x b x= + + + +  

的规范型为(    )． 

    (A) 2
1y           (B) 2 2

1 2y y+       (C) 2 2
1 2y y−       (D) 2 2 2

1 2 3y y y+ +  

10．已知向量 1 2 1 2

1
, ,

1 2 2
2 1 5 0
3 9 0

,
1

       
       = = = =       
       
       

α α β β ，若 γ 既可由 1 2,α α 表示，也由与 1 2,β β 表示，则 =γ

（    ）. 

（A）

3
3
4

k
 
 
 
 
 

（B）

3
5

10
k
 
 
 
 
 

 （C）

1
1
2

k
 





−





    （D）

1
5
8

k
 
 
 
 
 

 

【答案】（D） 

【解析】由题意可设 1 1 2 1 2212x yx y+= = +γ α α β β ，只需求出 21,x x 即可 

即解方程组 1 1 2 1 1 22 2 0x y yx + − − =α α β β  

( )1 21 2

1 2 2 1 1 0 0 3
, , 2 1 5 0 0 1 0 1

3 1 9 1 0 0 1 1
,

− −   
   − − = − → −   
   − −   

α α β β  

得 ( ) ( )2 21 1, , 1, 3 , ,1,1T Tx kx y y = −− ， k 为任意常数 

1 1 22 1 2

1 2 1
3 3 2 1 5

3 1 8
x k k k k kx

     
     + = − + = − + = −     
     
     

=γ α α α α ，故选（D） 

【评注】1.此题与《强化班》讲义第三讲练习第 12 题完全类似，原题为 
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【12】(1)设 21 ,αα ， 21,ββ 均是三维列向量，且 21 ,αα 线性无关, 21,ββ 线性无关，证明存在非零向量ξ ，

使得ξ 既可由 21 ,αα 线性表出，又可由 21,ββ 线性表出． 

 (2)当















=

4
3
1

1α ，
















=

5
5
2

2α ： 1

2
3
1

β
 
 =  
 − 

， 2

3
4

3
β

− 
 = − 
  

时，求所有既可由 21 ,αα 线性表出， 

又可 21,ββ 线性表出的向量。 

2.此问题与两方程组的公共解问题是一模一样的，见《强化班》第四讲题型五例 2 

《解题模板班》综合练习解答题第一题第 2 问. 

 

 

二、填空题：11-16 小题，每小题 5 分，共 30 分.请将答案写在答题纸指定位置上。 

11．若 0x → 时，函数 ( ) ( )2 ln 1f x ax bx x= + + + 与 ( ) 2

e cosxg x x= − 为等价无穷小，则ab =       

【答案】 2− ． 

【解析】 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21 3e cos 1 1
2 2

xg x x x x o x x o x = − = + − − + = + 
 

 

( ) ( ) ( )2 2 2 21ln 1
2

f x ax bx x ax bx x x o x= + + + = + + − + ( ) ( )2 211
2

a x b x o x = − + − + 
 

 

由题设可知 1 0a + = ，
1 3
2 2

b − = ，故 1, 2a b= − = ，于是 2ab = − . 

【评注】常规题，无论是《基础班》《强化班》《解题模板班》均有所涉及.不再列举 

12．曲线 2

3
3 d

x
y t t

−
= −∫ 的弧长为________. 

【答案】
43
3
π+  

【解析】由曲线表达式知 3 3x− ≤ ≤ ， 23y x′ = −  

直接由弧长公式知
3 3 32 2 2

3 3 0
1 d 1 3 d 2 4 dl y x x x x x

− −
′= + = + − = −∫ ∫ ∫  

令 2sinx t= ，则 3
0

2 2cos 2cos dl t t t
π

= ⋅∫ ( )3
0

4 1 cos 2 dt t
π

= +∫
4 3
3
π

= +  

【评注】本题是常规题。《基础班》第五讲&5.3【考点 6】例 10，原题为【例 10】求连续曲线段
π
2

cos d
x

y t t
−

= ∫
的弧长. 
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13．设函数 ( , )z z x y= 由方程e 2z xz x y+ = − ，则 ( )

2

1,12

z
x
∂

=
∂

       

【答案】
3
2

−  

【解析】当 1, 1x y= = 得 0z =  

原方程两边对 x 求偏导得e 2z z zz x
x x
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

，代入 ( )1,1,0 得 1z
x
∂

=
∂

 

方程两边再对 x 求偏导得

2 2 2

2 2e e 0z zz z z z zx
x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

， 

代入 ( )1,1,0 及 1z
x
∂

=
∂

，得 ( )

2

1,12

3
2

z
x
∂

= −
∂

 

【评注】常规题隐函数在具体点的二阶导.《基础班》《强化班》《解题模板班》此类题均放在隐

函数的极值问题那一类了. 

14.曲线 3 5 33 2x y y= + 在 1x = 对应点处的法线斜率为       

【答案】
11
9

−  

【解析】当 1x = 时 5 33 2y y= + ，得 1y =  

曲线方程两边对 x 求导得： 2 4 29 5 6x y y y y′ ′= +  

代入 1x = ， 1y = 得9 5 6y y′ ′= + ，即
9

11
y′ = ，故所求法线斜率为

11
9

−  

【评注】常规题《基础班》习题讲解第二讲第 7 题，原题为 

【7】求曲线
2lnxy y x+ = 在点 ( )0,1 处的法线方程及夹在两坐标轴间的法线长. 

15.设 ( )f x 连续，且 ( )( 2)f x f x x+ − = ， ( )
2

0
d 0f x x =∫ ，则 ( )

3

1
df x x =∫        

【答案】
1
2

 

【解析】令 ( ) ( )
2

dt
x

x
F x f t

+
= ∫ ，则 ( ) ( ) ( )2F x f x f x x′ = + − =  

于是 ( ) 21
2

F x x C= + ，又 ( ) ( )
2

0
0 d 0F f t t= =∫ ，所以 0C =  

得 ( ) 21
2

F x x= ， ( ) ( )
3

1

1d 1
2

f x x F= =∫  

【评注】此题为《解题模板班》综合练习填空题第 7 小题，在我编写的最后模拟卷三模第（12）题。微博上

11 月 26 日也传过，原题是 
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（12）设 ( )f x 连续，且 ( )( 2) sinf x f x x+ − = ， ( )
2

0
d 0f x x =∫ ，则 ( )

3

1
df x x =∫        

16．已知线性方程组

1 3

1 2 3

3

1

2

2

1

1,
0,

2 0,
2

ax x
x ax x
x x ax
ax bx

+ =
 + + =
 + + =
 + =

有解，其中 ,a b为常数，若

0 1
1 1 4
1 2

a
a

a
= ， 

则

1 1
1 2

0

a
a

a b
=          

【答案】8  

【解析】由方程组有解知 ( ) ( ), 3 4r A r A b= ≤ < （系数矩阵只有 3 列）于是 , 0A b =  

故 ( ) ( )1 4 4 4

0 1 1
1 1 0 1 1 1

1 1 0
1 1 2 2 1 1 1 1 2 8 0

1 2 0
0 1 2 0

0 2

a
a a a

a
a a a

a
a b a a b

a b

+ += − + − = − + =  

1 1
1 2 8

0

a
a

a b
=  

【评注】此题考查了非齐方程组有解的判定，考查了行列式行列展开定理.本身难度不大，具备一定基本功

可顺利解出. 

 

三、解答题：17-22 小题，共 70 分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。 

17．（本题满分 10 分） 

设曲线 ( )( ): eL y y x x= > 经过点 ( )2e ,0 ，该 L 上任一点 ( ),P x y 到 y 轴的距离等于该点处的切线在 y 轴

上的截距. 

(I)求 ( )y y x=  

(II)在 L上求一点，使该点的切线与两坐标轴所围三角形的面积最小.并求该最小面积. 

【解析】(I)设曲线在 ( ),x y 点处的切线方程为 ( )Y y y X x′− = − ， 

令 0X = 切线在 y 轴上的截距为 y xy′− .并依题意，有 2e
, 0

x
y xy x y

=
′− = = . 

将上述方程写成 
1 1y y
x

′ − = − ， 
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可解得
1 1d d 1e e d

x x
x xy C x x C

x
−   ∫ ∫= − + = − +   

  
∫ ∫ ( )lnx C x= − . 

代入初始条件 2e , 0x y= = ，得 2C = ．故所求曲线的方程为 ( )2 lny x x= − . 

(II) 设曲线 L在点 ( )( ), 2 lnx x x− 出的切线方程为 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 ln 2 ln 1 lnY x x x x X x x X x′− − = − − = − −    

令 0X = ，则Y x= ，令 0Y = ，则 ln 1
xX
x

=
−

 

则切线与两坐标轴所围三角形的面积为 ( )
21 1

2 2 ln 1
xS x XY
x

= =
−

 

令 ( ) ( )
( )2

2 ln 31 0
2 ln 1

x x
S x

x
−

′ = =
−

，得唯一驻点为
3
2ex = （因为 ex > ） 

且当
3
2e ex< < 时， ( ) 0S x′ < ，当

3
2ex > 时， ( ) 0S x′ > ，故

3
2ex = 为极小值点，也为最小值点 

且最小值

3
32e eS

 
= 

 
 

【评注】本题第(I)问为王博主编《考研数学一本通》高数篇 P168【例 11】原题 

【例 11】已知某曲线经过点 ( )1,1 ，它的切线在纵轴上的截距等于切点的横坐标，求它的方程. 

第(II)问与《强化班》习题课第四讲第 9题解法完全一致，原题为 

【9】若抛物线
2 ( 0, 0)y px qx p q= + < > 在第一象限内与直线 5x y+ = 相切，且抛物线与

x轴所围成的平面图形的面积为 S ，问 ,p q为何值时， S 取得最大值，并求此最大值. 

 

18．（本题满分 12 分） 

求函数 cos 21( , ) e
2

yf x y x x= + 的极值 

【解析】 ( ) ( ) ( )cos cos, e , e siny y
x yf x y x f x y x y= + = −， ， 

令 ( ) ( ), 0 , 0x yf x y f x y= =， ，解得驻点为 1( e , )kπ−− ，其中 k 为奇数，  

驻点为 ( e, )kπ− ，其中 k 为偶数，  

( ), 1xxf x y = ， ( ) ( )cos, e siny
xyf x y y= − ， ( ) ( )cos 2 cos, e sin e cosy y

yyf x y x y x y= + −  

当 k 为奇数时，在驻点 1( e , )kπ−− 处，
2 21 0 e 0A B C AC B−= <= = − −， ， ，  

此时故 1( e , )kπ−− 不是极值点. 
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当 k 为偶数时，在驻点 ( e, )kπ− 处，
2 21 0 e 0A B C AC B= = >= −， ， ，  

此时故 ( e, )kπ− 为极小值点. 

且极小值为

2e( e, )
2

f kπ− = −  

【评注】本题无条件极值是考研题，在判别法失效时很多考生不会处理，我在《解题模板班》思维定势 36，

例 32 重点讲过，原题是.【例 6】求函数
4 4 2( , ) ( )f x y x y x y= + − + 的极值，此例题也是 (0,0) 点判别法

失效的情形. 

 

19．（本题满分 12 分） 

已知平面区域 ( )
2

10 1
1

D x, y y ,x
x x

  = ≤ ≤ ≥ 
+  

 

(I)求 D 的面积 

(II)求 D 绕 x轴旋转所得旋转体的体积 

【解析】(I)
21

1 d
1

A x
x x

+∞
=

+
∫ 1

2
2

1 d
1 1

x
x

x

+∞
=

+
∫ 1

2

1 1d
1 1

x
x

+∞  = −  
 +

∫  

( )2
1

1 1ln 1 ln 1 2
x x

+∞
 

= − + + = +  
 

 

 (II)
1

2π dyV x
+∞

= ∫  
( ) 21 1 22 2

1 1 1π d d
11

x x
x xx x

π
+∞ +∞  = = − ++  ∫ ∫  

1

1 arctan 1
4

x
x

ππ π
+∞

   = − − = −     
 

【评注】本题是常规题与 2020 年数二第 18 题和数三的第 12 题完全类似，在《真题精讲班》重点讲过.原题

为（20 数二（18））设函数 ( )f x 的定义域为 ( )0,+∞ ，且满足 ( )
2

2

2

1 22
1

x xf x x f
x x

+ + = 
  +

求 ( )f x 并求

曲线 ( ) 1 3, ,
2 2

y f x y y= = = 及 y 轴围成的图形绕 x轴旋转一周的体积. 

（20 数三（12））设平面区域 2
1( , ) ,0 1

2 1
xD x y y x

x
 = ≤ ≤ ≤ ≤ + 

∣ ，则 D 绕 y 轴旋转所成的旋转体的体

积为______. 
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20（本题满分 12 分） 

设平面区域 D 位于第一象限，由曲线 2 2 2 21, 2,x y xy x y xy+ − = + − = 与直线 3y x= ， 0y = 所围成，

计算 2 2

1 d d
3D

x y
x y+∫∫  

【详解】令
cos ,
sin

x r
y r

θ
θ

=
 =

则
π 1 20 ,

1 sin cos 1 sin cos3
rθ

θ θ θ θ
≤ ≤ ≤

− −
，  

2 2

1 d d
3D

x y
x y+∫∫ ( )

2 2π π
1 sin cos 1 sin cos

1 12 22 2 20 0
1 sin cos 1 sin cos

3 3d 1 dd d
3cos sin3cos sin

r r r
rr

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ θ
θ θθ θ

− −

− −

= =
++∫ ∫ ∫ ∫ ， 

π

20
3

2
1 2 1ln ln d

3cos sin 1 sin cos 1 sin cos
θ

θ θ θ θ θ θ

 
= − + − − 
∫  

π π 2

20
3 3

2 20

1 secln 2 d ln 2 d
3cos sin 3 tan

θθ θ
θ θ θ

= =
+ +∫ ∫  

3
π

20

d tanln 2
3 tan

θ
θ

=
+∫

π
3
0

1 tan 1 1 ln 2ln 2 arctan ln 2
2 43 3 3 8 3

θ π π
= = =  

【评注】本题一部分同学不知道这是两个偏心的椭圆围成的一部分，另外用极坐标之后被形式吓住了.我们

在《强化班》上也强调对图形不熟悉的情形下直接带坐标方程的处理方法. 

21．（本题满分 12 分） 

设函数 ( )f x 在[ , ]a a− 上具有二阶连续导数，证明 

(I)若 (0) 0f = ，则至少存在一点 ( , )a aξ ∈ − ，使得 [ ]2

1( ) ( ) ( )f f a f a
a

ξ′′ = + − ； 

(II)若 ( )f x 在 ( , )a a− 内取得极值，则至少存在一点 ( , )a aη∈ − ，使得 2

1( ) ( ) ( )
2

f f a f a
a

η′′ ≥ − − . 

【证明】(Ⅰ) 2 2( ) ( )( ) (0) (0) (0) ,
2! 2

f ff x f f x x f x xα α′′ ′′
′ ′= + + = +  

分别令 x a= 和 x a= − 得 

21
1

( )( ) (0) ,0
2

ff a f a a aα α
′′

′= + < <  

22
2

( )( ) (0) , 0
2

ff a f a a aα α
′′

′− = − + − < <  

两式相加得 [ ]
2

1 2( ) ( ) ( ) ( )
2
af a f a f fα α′′ ′′+ − = +  

又由于 ( )f x′′ 在[ , ]a a− 上连续，故 ( )f x′′ 在[ ]1 2,α α 上必有最大值M ，最小值 m  
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1 2( ) ( )
2

f fm Mα α′′ ′′+
≤ ≤ ，由介值定理知，存在 1 2[ , ] ( , )a aξ α α∈ ⊂ − ， 

( ) 1 2( ) ( )
2

f ff α αξ
′′ ′′+′ = ，故 [ ]2

1( ) ( ) ( )f f a f a
a

ξ′′ = + −  

(Ⅱ) 设 ( )f x 在 0 ( , )x a a∈ − 处取得极值，由费马引理 0( ) 0f x′ =   

( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0 0 0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2! 2!

f ff x f x f x x x x x f x x xβ β′′ ′′
′= + − + − = + + −  

分别令 x a= 和 x a= − 得 

( )21
0 0

( )( ) ( )
2

ff a f x a xβ′′
= + − ， 10 aβ< <  

( )22
0 0

( )( ) ( )
2

ff a f x a xβ′′
− = + − − 2 0a β− < <  

两式相减.并取绝对值，得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 2 1 2
0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )| ( ) ( ) | | | | | | |
2 2 2 2

f f f ff a f a a x a x a x a xβ β β β′′ ′′ ′′ ′′
− − = − − − − ≤ − + + . 

记 1 2| ( ) | max{| ( ) |,| ( ) |}f f fη β β′′ ′′ ′′=  

则 ( )2 2
0 0

1| ( ) ( ) | ( ) 2 ( )
2

f a f a f a x a x a fη η′′ ′′− − ≤ − + + =  

2

1( ) ( ) ( )
2

f f a f a
a

η′′ ≥ − −  

【评注】【评注】在我编写的最后模拟卷二模第（20）题.微博上 11 月 26 日也传过，  

（19）设函数 ( )f x 在[0,1]上具有二阶连续导数，且 (0) (1) 0f f′ ′= = . 

(I)证明至少存在一点 (0,1)ξ ∈ ，使得
1 ( )2 ( ) (0) (1)
2 4

ff f f ξ′′
= + + ； 

(II)证明至少存在一点 (0,1)η∈ ，使得
( )

(1) (0)
4

f
f f

η′′
− ≤ . 

22．（本题满分 12 分） 

设矩阵 A满足对任意 1 2,x x 均有

1 1 2 3

2 1 2 3

3 2 3

2
x x x x
x x x x
x x x

+ +   
   = − +   
   −   

Α  

(I)求矩阵 A  

(II)求可逆矩阵 P 与对角矩阵 Λ，使得
1−P AP = Λ． 
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【详解】(I)由
1 1 2 3 1

2 1 2 3 2

3 2 3 3

1 1 1
2 2 1 1

0 1 1

x x x x x
x x x x x
x x x x

+ +      
      = − + = −      
      − −      

Α 对任意 1 2,x x 均成立 

知

1 1 1
2 1 1
0 1 1

 
 = − 
 − 

Α  

(II)由
1 1

| | 2 1 ( 2)( 2)( 1) 0
1 1

1
1

0

λ
λ λ λ λ λ

λ

− −
− = − + = + − + =

− +

−
−E A 得 

特征值 1 2λ = − ， 2 2λ = ， 3 1λ = − ． 

由

3 1 1 0
2 1

1 0
2 0

0 1 0 0 0
1 1 1
1

   
   − − → →

− − −

  
   −  

− −
− 

−E A 得 2λ = − 对应的特征向量为 ( )1 0, 1,1 T= −α ，； 

由

1 1 1 0 4
2 2 0 1 3

1 0 0

1
3 1

0 3 0

− −   
   − = − → −   
   −  

−



−
E A 得 2λ = 对应的特征向量为 ( )2 4,3,1 T=α ， 

由

2 1 2 11 0
2 0 0 11 0

01 0 00 0

− −  
   − − = − →   
   −  

−



−E A 得 1= −λ 对应的特征向量为 ( )3 1,0, 2 T= −α ， 

令 ( )1 2 3

4
3 0

0 1
, , 1

1 1 2

 
 = =  
 − −

P α α α ，则
1

0 0
0 0
0

2
2

10

−

 
 =  
 


−

− 

P AP ． 

【评注】本题第(I)问只要能将右端矩阵写成矩阵乘向量的形式即可，第(II)问也是常规题，见《强化班》第

五讲题型四例 2，原题为 

【例 2】设矩阵 Α与 B 相似,其

2 0 0 1 0 0
2 2 , 0 2 0
3 1 1 0 0

x
y

− −   
   = =   
   
   

A B 中. 

(1)求 x 和 y 的值. 

(2) 求可逆矩阵 P ,使得
1− =P AP B . 
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